MISURE MECCANICHE E TERMICHE

A.A. 2013-2014
Lezione n.8 (15.10.2013) 
Proprietà metrologiche degli strumenti     -     
Rapidità - Strumenti del primo ordine

Si consideri, come esempio, un dinamometro con molla di rigidezza k e smorzatore con smorzamento c (fig. 1). A seconda dei casi, lo smorzatore potrebbe essere un elemento fisicamente definito, o potrebbe schematizzare l’attrito interno della molla; in ogni caso, la dissipazione di energia si considera dovuta a un attrito di tipo viscoso; pertanto applicando una forza F, si ha un’azione di tipo elastico (proporzionale allungamento della molla y), e un’azione di tipo viscoso (proporzionale alla “velocità” della molla dy/dt).
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Fig. 1.- Schema di dinamometro

Se al dinamometro arriva un ingresso a gradino:

F (t)=0 (t<0) ed F(t)= F0 (t>0),

si può scrivere, per t>0:

F0 = k y(t) + c (dy/dt); 
con y(0) = 0

condizione iniziale.

L’equazione è un’equazione differenziale lineare non omogenea; soluzione “particolare” della non omogenea è la soluzione di regime:

y(t) = y0 = F0/k

Nell’omogenea associata:
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ovvero:
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si ponga  = c/k;  è detta, per le sue dimensioni, costante di tempo; risolvendo la:
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si trova:
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e quindi la soluzione generale dell’equazione è:
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf],

per cui, imponendo la condizione iniziale, risulta:

y(t) = y0 [1-e- t/] .

Stabilito un certo errore dinamico si può calcolare il tempo di risposta; per es., dopo t = l’errore dinamico è pari al 37%, dopo t = 3l’errore dinamico è pari al 5%, dopo t = 5l’errore dinamico è pari a circa 1%.

In fig.2 è riportato l’andamento della curva di risposta y(t)/yo in funzione del tempo (rapportato alla costante di tempo ); l’ordinata y(t)/yo = 1 corrisponde al valore di regime  (t →∞).
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Fig. 2 : Curva di risposta di uno strumento del I° ordine in corrispondenza a un ingesso a gradino.

             Ascisse t/
             Ordinate y(t)/yo  

Si consideri ora la velocità dy/dt ; derivando :
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E quindi all’istante inziale :
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Se quindi la velocità si mantenesse sempre pari alla velocità iniziale,il valore di regime yo si raggiungerebbe dopo un tempo pari a .

Quanto sopra vale per qualsiasi istante : se la velocità si mantiene costante a partire dal valore assunto all’istante considerato, il valore di regime si raggiunge dopo  .

Poichè il valore della costante di tempo  non è generalmente calcolabile analiticamente, a partire da quanto sopra si dispone di un metodo per trovare sperimentalmente  : si rileva la risposta a un ingresso a gradino, e si traccia, a partire da un istante generico, la tangente alla curva di risposta ; noto il valore di regime dell’uscita, l’intersezione tangente – valore di regime (sottotangente) , fornisce, a partire dall’istante considerato, il valore di  (fig.3)    

                                                                                     
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Fig. 3 : determinazione di tramite la sottotangente.

E’ stato considerato un gradino “positivo”

Nel caso di gradino “negativo”:

F (t)= F0  (t<0) ed F(t)= 0 (t>0),

si trova facilmente (y(0) = y0 = F0/k):

y(t) = y0·e- t/.
Si consideri ora un  ingresso sinusoidale
In questo caso:

F = F0sint ;

l’uscita è data da y = y’sin(t+) ; 

idealmente si dovrebbe avere: y(t) = y0 sint, con  y0 = F0/k .

Ponendo:

F(t) = Fo ;     y(t) = Y ;  dy/dt = jY,

si ottiene :
Fo = k Y + cjY, 

e quindi :


Y = Fo/( k + jc) = yo (1 + j).


L’ampiezza y’ dell’uscita  è data dal modulo di Y ; si dimostra pertanto facilmente che la distorsione in ampiezza A=y’/y0 è data da: 

A = 
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per es., per  = 1/l'erroredinamico è del 30%;

per  = 1/0,5si riduce a circa il

per = 1/3 = 1/3), si riduceacirca il

La distorsione in fase è data dal rapporto tra parte immaginaria e parte reale di Y:  = arctg(-).

In figura 4 è riportata la distorsione in ampiezza in funzione della pulsazione  moltiplicata per la costante di tempo  (in tal modo, in ascisse si ha una grandezza adimensionata).
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Fig 4 . -Distorsione di ampiezza di uno strumento del I° ordine (ingesso sinusoidale)

            Ascisse : u =  Ordinate A = y’/yo

Nella figura 5 è riportata la distorsione in fase in funzione della pulsazione  moltiplicata per la costante di tempo :  u = 
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Fig. 5 - Distorsione di fase di uno strumento del I° ordine (ingesso sinusoidale)

 Ascisse : u = 
Ordinate  = - arc tg() ; -/4 = -0,785 ; -/2 =-1,57

Nota la costante di tempo  è quindi noto il comportamento dinamico dello strumento anche nel caso di ingresso sinusoidale.

Per determinare sperimentalmente la costante di tempo  nel caso di ingresso sinusoidale, si debbono confrontare ingresso e uscita dello strumento. In corrispondenza a l’ampiezza dell’uscita è pari a circa il 70% di quella dell’ingresso (
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/2) è lo sfasamento è pari a /4: si deve quindi variare la pulsazione in ingressofinché non si verifica questa condizione.

Rapidità -  Strumenti del secondo ordine

Si consideri, come esempio, un dinamometro con molla di rigidezza k, smorzatore con smorzamento c, cui è collegata una massa m 
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Fig. 1 .- Schema di dinamometro

Se al dinamometro arriva un ingresso a gradino:

F(t) =  0     per t<0

F(t) = F0     per t>0,

le condizioni iniziali sono:

y(0) = 0, 

dy/dt(0) = 0;

si può scrivere:

F0 = ky(t) + c
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La soluzione particolare della “non omogenea” è data:

y(t) = yo = Fo/k;

l’omogenea associata è data da: 

ky(t) + c
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posto y = et, si trova :

m2 + c + k = 0, 

che risolta fornisce:
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Le soluzioni sono reali e distinte, reali e coincidenti, complesse coniugati a seconda che lo smorzamento sia maggiore, uguale o minore di  cr = 2       km
Se  
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, lo smorzamento è elevato, tale da rendere trascurabile l’energia cinetica accumulata; si ricade in pratica in una situazione analoga a quella degli strumenti del I° ordine. 

Diverso è il caso in cui: 
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Posto: 
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 (coefficiente di smorzamento, rapporto fra smorzamento dello strumento e smorzamento critico);
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 (pulsazione propria o di risonanza o delle oscillazioni non smorzate),

conviene occuparsi del caso in cui: 
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Le soluzioni dell’equazione algebrica di partenza sono, in tal caso, complesse coniugate; ciò equivale, da un punto di vista fisico, ad andamenti oscillatori smorzati: infatti in tal caso le funzioni esponenziali con argomento immaginario si trasformano in funzioni trigonometriche con argomento reale; più in particolare, il contributo del termine:
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dà ragione dell’andamento oscillatorio, mentre il contributo del termine 

–c/2m = -n ,

da ragione dello smorzamento dell’andamento smorzato.

Posto infatti: 
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la soluzione generale dell’equazione di partenza è data da: 

y(t) = yo+ e-nt(C1cosot + C2senot);

imponendo le condizioni iniziali, si trova:

y(t) = yo[1- e-nt(cosot + (n/o)senot)],

ove 
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 rappresenta la pulsazione delle oscillazioni smorzate.

In figura è riportata la curva di risposta a un ingresso a gradino nel caso di oscillazioni smorzate (si è assunto 
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Fig. 2: Curva di risposta di uno strumento del II° ordine in corrispondenza a un ingesso a gradino.

             Ascisse t

             Ordinate y(t)/yo  

Per determinare sperimentalmente n  e si visualizzano le oscillazionismorzate, se ne rileva il periodo To = 2/o e si rileva così o; si determina successivamente il decremento logaritmico ln(An/An+1) = 
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e  si rileva noto  è  nota o (pulsazione delle oscillazioni smorzate), è immediato risalire alla pulsazione delle oscillazioni non smorzate n (pulsazione di risonanza). Si ricorda che il rapporto An/An+1 è il rapporto fra le ampiezze (rispetto al valore di regime y0), di due picchi successivi.

Nel caso di gradino “negativo” F (t)= F0  (t<0) ed F(t)= 0 (t>0),

il valore di regime è y = 0 e risulta quindi:

y(t) = yo[e-nt(cosot + (n/o)senot)]. 

Si osservi ora che, mentre negli strumenti del I° ordine tutto quanto il comportamento dinamico, ovvero la rapidità, è riassunto dalla costante di tempo ,  negli strumenti del II° ordine la rapidità dipende da due parametri e cioè dalla pulsazione propria n e dal coefficiente di smorzamento 

Per quanto riguarda gli strumenti del I° ordine, è evidente che minore è , maggiore è la rapidità; per quanto gli strumenti del II° ordine, per avere un’elevata rapidità n deve essere elevato ( si arriva più rapidamente a regime), mentre  deve essere sicuramente < 1 ( le oscillazioni attorno al valore di regime rendono ragione del raggiungimento di tale valore), ma non deve essere troppo basso, perché altrimenti le oscillazioni durano troppo a lungo (al limite, per = 0 le oscillazioni sarebbero permanenti!). L’optimum si ottiene per variabile tra 0,6 e 0,8.

Si consideri ora il caso di ingresso sinusoidale del tipo F = F0sint .

L’uscita reale è data da y = y’sin(t+) , mentre idealmente si dovrebbe avere: y(t) = y0 sint, con  y0 = F/k .

Per la soluzione si parte dalla:

ky(t) + c
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Posto:


y(t) = Y
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si può scrivere :


Y (k +jc-m2) = Fo,

e, dividendo per k , e ricordando che 
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Y  = y0 [(1 – (n)2 + 2jn

Posto allora:

u = n ,

rapporto tra la pulsazione variabile dell’ingresso  e la pulsazione propria dello strumento n., e rendendo reale il denominatore si trova:

            (1 – u2) -2ju

            (1 – u2)2+(2u)2


 La distorsione in ampiezza A=y’y0 è data dal modulo di Y :
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mentre la distorsione in fase è data dal rapporto tra vparte immaginaria e parte reale di Y:

 = arctg[-u/(1-u2)].

In figura 3 sono riportate alcune curve della distorsione di ampiezza per valori caratteristici di ; in particolare, per  =  0 si ha risonanza, per  = 0,35 si ha una banda di frequenze in cui si verifica  amplificazione, per  = 0,7 (
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) si ha tangente orizzontale nell’origine, per  = 1, si ha elevata attenuazione.


Fig. 3  - Distorsione di ampiezza di uno strumento del II° ordine (ingesso sinusoidale)

 Ascisse : u = 
 Ordinate A = y’/yo

Nella figura 4 sono riportate alcune curve della distorsione di fase per gli stessi valori caratteristici di . 
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Fig. 4 - Distorsione di fase di uno strumento del I° ordine (ingesso sinusoidale)

Ascisse : u = 
Ordinate  = - arc tg() ; -/2 =-1,57; - = -3,14

Per trovare i parametri caratteristici di uno strumento del II° ordine utilizzando i diagrammi di ampiezza e fase si procede come segue: facendo variare , si trova n , quando lo sfasamento è pari a /2 (u=1); sostituendo e rilevando il corrispondente valore di A = 1/2, si trova il coefficiente di smorzamento . 

La risposta  a ingresso sinusoidale conferma che il comportamento dinamico (rapidità) di uno strumento del II° ordine è completamente descritto da  n e ξ . Una banda passante estesa richiede pulsazioni proprie n elevate, mentre il coefficiente di smorzamento ottimale ξ è compreso nell’intervallo 0,6 ÷ 0,8, per evitare fenomeni di risonanza mantenendo la A() prossima alla risposta ideale A=1. Lo studio della risposta a ingresso sinusoidale ribadisce quindi quanto già visto per la risposta a ingresso a gradino.

 Strumenti digitali

Negli strumenti digitali si passa dalla forma analogica (continua), alla forma numerica (discreta); l’operazione richiede, per ogni conversione analogico-digitale un certo intervallo di tempo Tc (periodo di campionamento) il cui inverso è la frequenza di campionamento fc. 

Più breve è il periodo di campionamento, ovvero più elevata è la frequenza di campionamento, più la forma numerica si avvicina a quella analogica; nella figura seguente è riportata una curva continua (in blu) approssimata mediante una “spezzata” caratterizzata da un  periodo di campionamento più breve (in rosso) e da una “spezzata” caratterizzata da un  periodo di campionamento più elevato (in verde).

Nel caso di ingresso sinusoidale caratterizzato da frequenza fs, bastano due informazioni a ricostruire il segnale; segue che, almeno idealmente deve essere, per la banda passante:

fs < fc/2.

Nel caso di ingresso periodico, vanno considerate tutte le armoniche significative con frequenze multiple di fs.

Nel caso di ingresso generico, occorre risalire allo spettro di frequenza del segnale.

N.B.: La fs < fc/2 è una condizione ideale; in pratica  per la banda passante dello strumento, causa disturbi, si assume:

 fs <  fc/10 ÷ fc/5.

Esempio di segnale periodico non sinusoidale

Si prenda in esame un’onda quadra e si considerino significative, oltre la fondamentale, la terxa e la quinta armonica. Per una frequenza dell’onda quadra di 100 Hz occorre quindi (in teoria) una frequenza di campionamento di almeno 1000 Hz. In pratica, per le ragioni di cui sopra (possibili disturbi), la frequenza di campionamento dovrà essere di almeno 2500 – 5000 Hz.
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